
3장 연습문제 해답

01.
 에 대한 수학적귀납법을 이용해 증명해봅시다. 

①   일 때
볼록집합의 정의에 의해,   일때는 당연히 성립합니다. 

②   일 때 성립한다고 가정
주어진 명제가   일 때 성립한다고 가정해봅시다. 즉,  ≥ 이고  ⋯  인 실수 
⋯에 대하여  ⋯  ∊ 이면   ⋯  ∊ 입니다. 이제,  ⋯    ∊ 

일 때,  ≥ 이고   ⋯     을 만족하는 실수에 대해 
  ⋯       을 생각해보면 다음과 같이 쓸 수 있습니다.  

  ⋯             


  ⋯   


     

여기서,    


⋯  


 

 ⋯
 

  
 이므로 가정에 의해 

  


  ⋯  


  ∊ 

입이고,  는 볼록집합이므로 볼록집합의 정의에 의해 다음과 같습니다.

  ⋯              


  ⋯  


      ∊ 

따라서 수학적 귀납법에 의해 주어진 명제는 참입니다. 

02.
(a) ∥ ∥

≤  , ∥ ∥
≤ 를 만족하는 집합 의 임의의 두 원소   ,  와 

 ≤  ≤ 인 임의의 에 대해, 

∥     ∥
≤ ∥ ∥

  ∥ ∥

≤ ∥ ∥
  ∥ ∥

≤    



이 성립합니다. 따라서                ≤ 이므로 
집합  는 볼록집합입니다. 

(b) 주어진 집합이 볼록집합일 필요충분조건은 임의의 직선     ∊ℝ과의 주어진 집합
과의 교집합이 볼록집합인 것입니다. (직접 증명해봅시다!) 주어진 집합 와 임의의 직선 
    ∊ℝ과의 교점을 생각하면, 

                  ≤  

을 만족하는  의 집합이고, 이 집합이 볼록집합이기 위해서는 의 계수인  가 음이 
아닌 실수, 즉  여야 합니다. 한편, 주어진 문제에서 는 준정부호 행렬이므로 임의의 
에 대해 ≥ 이고, 따라서 주어진 집합 는 볼록집합입니다. 

03.
(a) 집합 ∩의 임의의 두 원소  , 는 집합 과   모두 속하는 원소이고, , 

가 볼록집합이므로 볼록집합의 정의에 의해  ≤  ≤ 인 실수 에 대해 

    ∊  ,     ∊ 

따라서     ∊ ∩이므로 집합 ∩는 볼록집합입니다. 

(b) 볼록집합  와 아핀함수    에 대해 정의된 집합 에 속하는 임의의 원소 
  ,  는 어떤   ,   ∊ℝ에 대해 다음이 성립합니다. 

        ,         

 ≤  ≤ 인 실수 와 위   ,  에 대해,      를 생각해보면 

            
           
         
      

이므로,       ∊ 입니다. 따라서, 집합 는 볼록집합입니다. 



04.
❶ 가 볼록함수 ⇒  ep i가 볼록집합
가 볼록함수라고 하고, 집합 ep i의 임의의 두 원소   ,   를 생각합시다. 그러면 
 ≤  ≤ 인 임의의 에 대해 다음이 성립합니다. 

    ≥     ≥      

따라서                도 집합 ep i의 원소이므로, 
집합 ep i는 볼록집합입니다. 

❷ ep i가 볼록집합 ⇒  가 볼록함수
집합 ep i은 볼록집합이므로 집합 ep i의    ,    를 만족하는 두 원소 
  ,   와  ≤  ≤ 인 임의의 에 대해 

               

도 집합 ep i의 원소입니다. 즉, ep i의 정의에 의해 

     ≤          

이므로, 함수 는 볼록함수입니다. 

05.
집합  의 임의의 두 원소   ,  는 볼록함수 (  ⋯)와 벡터  와 스칼라  
(  ⋯)에 대해 다음이 성립합니다. 

 ≤ ,  
   

 ≤ ,  
   

한편,  ≤  ≤ 인 실수 에 대해, 볼록함수 의 정의와  ,   ≥ 는 사실을 이용하면 

     와  
     는 

     ≤     ≤  

 
       

     
       

이므로       ∊ 입니다. 따라서, 주어진 집합  는 볼록집합입니다. 



06.
(a) 볼록함수  (  ⋯)은 정의에 의해 dom에 속하는 임의의 원소   ,  와 
 ≤  ≤ 인 실수 에 대해      ≤     가 성립합니다. 주어진 

함수   
  



의 정의역은 dom  
  



dom이므로, dom에 속하는 임의의 원소   ,  

와  ≤  ≤ 인 실수 에 대해 다음이 성립합니다. 

      
  



     

∵ ≥ ≤ 
  



    

 
  



   
  



 

     

따라서, 함수 는 볼록함수입니다. 

(b) ℝ 에 속하는 임의의 두 원소   ,  와  ≤  ≤ 인 실수 에 대해, 

            
           
         

한편, 가 볼록함수이므로 

        ≤         

가 성립하고, 

              
≤         
     

입니다. 따라서 함수 는 볼록함수입니다. 



07.
① 일계조건
ⓐ (a) ⇒  (b)
[정리 3-1]의 증명에서       로 두면, 

lim
→


     
 lim

→


 
 ′

입니다. 연쇄법칙에 의해 ′ ∇     이므로, ′ ∇   이고, 
[정리 3-1]의 증명에서 이를 ′  대신 대입하면  인 경우가 증명됩니다. 

ⓑ (b) ⇒  (a)
[정리 3-1]의 증명에서 ′을 모두 ∇로 바꾸면  인 경우가 증명됩니다. 

② 이계조건
 일 때, 주어진 함수 가 볼록함수인 조건과 동치조건은 임의의   ∊ dom와  에 대해
서      가 에 대한 볼록함수인 것입니다. (직접 증명해봅시다!) 즉, 

″ ∇     

이 임의의 와   ∊ dom , 에 대해 음이 아닌 실수여야합니다. 이는 ∇  가 양의 중정
부호 행렬이라는 뜻이므로  인 경우의 [정리 3-2]가 증명됩니다. 

08.
(a) 함수  ∥∥로 정의하면, 주어진 함수  ∥ ∥는    로 볼 
수 있습니다. 따라서 [연습문제 6-(b)]에 의해 주어진 함수 는 볼록함수입니다. 

(b) 함수   
 ⋯ 

으로 두면, 주어진 함수 는 다음과 같이 표현할 수 있
습니다. 

 

따라서,  가 볼록함수임을 확인해봅시다. 임의의  , 와 0이 아닌 실수 ,  , 
그리고  ≤  ≤ 을 만족하는 실수  에 대해,



          

   
     

   
     

   
     


  

 


≤     


  

 


   
    

따라서 함수 는 볼록함수입니다. 

09.
(문제에서 “음이 아닌 확률변수 ”라는 조건이 빠졌습니다!) 
    또는   일 때,  ≥ 

    일 때,  ≥  

10. 
(a)      ∊ dom       ∊ dom 
(b)   

  
 log      

   
∞ 



11. 
주어진 이차형식을 합의 형태로 나타내어보면 다음과 같습니다. 

  


    



  




  



 
  



  

① ∇   

와 의 편도함수를 구해보면, 



  

 
  




  





 
  




 

≠ 


   

≠ 

  
≠ 



 
  



  
  





가대칭이므로   
  







  

 
  



 

따라서 


  

  



  이므로 ∇   입니다. 

② ∇   

①에 의해, 



 

  

 
  



   

임을 알 수 있습니다. 따라서, ∇   입니다. 

12.
           



13. 
따라서 주어진 볼록 최적화 문제의 해는 다음과 같습니다. 



 
















 


  




 


  



















 



14. 
 ℝ→ℝ가 볼록함수이므로, 임의의  , ∊ℝ과  ≤  ≤ 인 실수 에 대해 

   ≤     

가 성립합니다. 가 음이 아닌 볼록함수이므로 위 부등식의 양변을 제곱해도 부등식은 변하지 
않습니다. 따라서, 위 부등식을 제곱하면 

    ≤     

          

을 얻습니다. 이 부등식의 양변에  과   을 각각 더하고 빼면, 

    ≤          

             

            

                          ≤      

이므로, 도 볼록함수입니다. 

15. 
간단한 코딩이므로 직접 해봅시다!

16. 
(a) [정리 3-2]의 이계조건을 이용하기 위해 최소자승법의 목적함수 

 


  



   


의 헤세 행렬을 구해봅시다. 



∇ 
















 


 



 





 












 



  








  






  






   

 
1)

ℝ의 임의의 원소    에 대해 

   ∇         

   
   
     

이고,     ≥ 을 이용하면

   ∇        ≥ 

임을 알 수 있습니다. 따라서, 함수 의 해세 행렬 ∇ 이 준정부호 행렬이므로 최소
자승법의 목적함수 는 볼록함수입니다. 

(b) 주어진 점들의 추세를 가장 잘 표현하는 직선의 방정식은   


 


입니다. 

1) 여기서  


  



,   


  




입니다. 




