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3장 연습문제 정답

01.  : 두 정수  은 홀수이다.   은 짝수이다.

[직접증명법] 두 홀수의 차는 짝수이다. (≡ 두 정수 , 이 홀수이면 은 짝수이다.)
    홀수의 정의에 따라   (∈ℤ ),    (∈ℤ )일 때,

             

 을 로 치환

    위 결과에서 는 짝수의 정의에 따른 표현이다.
    ∴ 명제 ‘두 홀수의 차는 짝수이다’는 참(T)이다.

[모순증명법]   은 짝수가 아니다(홀수이다).
    ∧ : 두 정수 , 이 홀수이고 은 짝수가 아니다(홀수이다).
    홀수의 정의에 따라   (∈ℤ ),    (∈ℤ )일 때,

             

 을 로 치환

  위 결과에서 는 짝수의 정의에 따른 표현이다.
  ∴ 모순명제 ∧ ‘두 정수 , 이 홀수이고 은 짝수가 아니다(홀수이다)’는 거짓(F)
  ∴ 명제 ∧은 참(T)이다.
  ∴ 본 명제 ‘두 홀수의 차는 짝수이다’는 참(T)이다.

02. 
풀이 생략

03. 
풀이 생략

04. 
 : 정수 에 대하여 는 짝수이다.  : 도 짝수이다.

[직접증명법] 짝수의 정의에 따라   (∈ℤ )일 때,

          

을 으로 치환

    위 결과에서 은 짝수의 정의에 따른 표현이다.
    ∴ 명제 ‘정수 에 대하여 가 짝수이면, 도 짝수이다’는 참(T)이다.
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[모순증명법]   : 는 짝수가 아니다(홀수이다).
    짝수의 정의에 따라   (∈ℤ )일 때,

          

을 으로 치환

        위 결과에서 은 짝수의 정의에 따른 표현이다.
∴ 모순명제 ∧ ‘정수 에 대하여 는 짝수이고, 는 짝수가 아니다(홀수이다)’는 거짓(F)
∴ 명제 ∧은 참(T)이다.
∴ 본 명제 ‘정수 에 대하여 가 짝수이면, 도 짝수이다’는 참(T)이다.

05. 
풀이 생략

06. 
풀이 생략

07. 
 : 정수 가 의 배수이다.  :  도 의 배수이다.

[직접증명법] 조건 에 의해   (∈ℤ )일 때,

 
                  

 를 으로 치환

    은 로 나누어떨어지므로   도 로 나누어떨어진다.
    ∴ 명제 ‘정수 가 의 배수이면,  도 의 배수이다’는 참(T)이다.

[모순증명법]   :  도 의 배수가 아니다.
    조건 에 의해   (∈ℤ )일 때,

                 

 를 으로 치환

   은 로 나누어 떨어지므로   도 로 나누어떨어진다.
   ∴ 모순명제 ∧ ‘정수 가 의 배수이고,   도 의 배수가 아니다’는 거짓(F)
   ∴ 명제 ∧은 참(T)이다.
   ∴ 명제 ‘정수 가 의 배수이면,  도 의 배수이다’는 참(T)이다.
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08. 
풀이 생략

09. 
 : 정수 , 에 대해  이 짝수이다.     이 짝수이다.

[직접증명법]    (∈ )이며        이다.
               이므로   도 짝수이다.
    ∴ ‘정수 , 에 대해 이 짝수이면,   이 짝수이다’는 참(T)이다.

[모순증명법]  :   이 홀수이다.
    ∧ : 정수 , 에 대해 이 짝수이고   은 홀수이다.
       (∈ )이며        이다.
               이므로   도 짝수이다.
    ∴ 모순명제 ∧는 거짓(F)이다.
    ∴ ‘정수 , 에 대해 이 짝수이면,   이 짝수이다’는 참(T)이다.

10. 
풀이 생략

11. 
 : 정수    이다.  :  은 로 나누어떨어진다.

[직접증명법]   에    를 대입하면,

                      

  을 으로 치환

    은 로 나누어떨어지므로  은 로 나누어떨어진다.
    ∴ 명제 ‘정수    이면  은 로 나누어떨어진다’는 참(T)이다.

[모순증명법]   :   은 로 나누어떨어지지 않는다.
 에    를 대입하면,

                      

  을 으로 치환

은 로 나누어떨어지므로  은 로 나누어떨어진다.
∴ 모순명제 ∧ ‘정수    이고,   은 로 나누어떨어지지 않는다’는 거짓(F)
∴ 명제 ∧은 참(T)이다.
∴ 본 명제 ‘정수    이면  은 로 나누어떨어진다’는 참(T)이다.
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12.
풀이 생략

13. 
풀이 생략

14. 
풀이 생략

15. 

 : , , 는 0이 아닌 정수이다.  : 


 


 

 가 유리수이다.

[직접증명법] 


 







     이다.

    , , 는 0이 아닌 정수이므로  ≠ 인 정수이다.
    정수는 덧셈과 곱셈에 대해 닫혀있으므로  ,  , 은 모두 정수이다.

    그러므로 유리수 정의에 의해 


 


 




     는 유리수이다.

   ∴ “0이 아닌 정수 , , 에 대해 


 


 

 가 유리수이다.”는 참(T)이다.

16.
 : 자연수 은 소수이다.  : 은 완전수가 아니다.

[직접증명법] 소수는 완전수가 아니다. (≡자연수 이 소수이면 은 완전수가 아니다.)
    소수는 과 자기 자신 외의 다른 약수가 없는 자연수를 의미하므로, 소수인 자연수 의  

            약수는 과 이다. 이 완전수라면 의 약수 중  자신을 제외한 나머지 약수들의 합이   
            이어야 하는데 이 소수이면 을 제외하고 남는 약수는 뿐이므로 약수의 합이 이 될 수  
            없다.

    ∴ 명제 ‘소수는 완전수가 아니다’는 참(T)이다.

[모순증명법]   : 은 완전수이다.
   소수는 과 자기 자신 외의 다른 약수가 없는 자연수를 의미하므로, 소수인 자연수 의  

           약수는 과 이다. 이 완전수라면 의 약수 중  자신을 제외한 나머지 약수들의 합이 이  
           어야 하는데 이 소수이면 을 제외하고 남는 약수는 뿐이므로 약수의 합이 이 될 수 없  
           다.

   ∴ 모순명제 ∧ ‘자연수 은 소수이고 은 완전수이다.’는 거짓(F)
   ∴ 명제 ∧은 참(T)이다.
   ∴ 명제 ‘소수는 완전수가 아니다’는 참(T)이다.
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17. 
 : 정수 , 가 각각 완전제곱수이다.  : 도 완전제곱수이다.

[직접증명법] 정수 , 가 완전제곱수이므로    ∈ ),    (∈ )이다.
        이므로 도 완전제곱수이다.
    ∴ “정수 , 가 각각 완전제곱수이면 도 완전제곱수이다.”는 참(T)이다.

[모순증명법]  : 는 완전제곱수가 아니다.
    ∧ : 정수 , 가 각각 완전제곱수이고 는 완전제곱수가 아니다.
    정수 , 가 완전제곱수이므로    ∈ ),    (∈ )이다.
        이므로 도 완전제곱수이다.
    ∴ 모순명제 ∧는 거짓(F)이다.
    ∴ “정수 , 가 각각 완전제곱수이면 도 완전제곱수이다.”는 참(T)이다.

18. <<문제 수정>>  ≥ 인 정수  에 대하여  ≥ 이고  ≥ 이면    ≥ 이다.
풀이 생략

19. 
풀이 생략

20. 
풀이 생략

21. 
[모순증명법]   :  이 무리수이다.    :  이 무리수가 아니다(유리수이다)

        이 유리수이면 다음과 같이 가정할 수 있다.

 

  ( ∈ℤ , ≠ , 
 는 하한항으로 표현) ⋯  ①

    식 ①의 양변을 제곱하고 양변에 을 곱하자.

     
 



 



    ⋯  ②
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    식 ②에서 알 수 있듯이 은 의 배수이다. 따라서 도 의 배수이므로   (∈ℤ )로   
             표현할 수 있다. 이를 식 ②에 대입하면 다음과 같다.

         

    ⋯  ③

   그러므로 도 의 배수임을 알 수 있고   (∈ℤ )로 표현할 수 있다. 그러면 
 에서 공통  

           약수 을 가지므로 식 ①에서 
 가 하한항으로 표현된다고 가정한 것에 위배된다.

   ∴ 모순명제  ‘ 이 무리수가 아니다(유리수이다)’는 거짓(F)이다.
   ∴ 본 명제 ‘ 이 무리수이다’는 참(T)이다.

<증명> 은 의 배수이면 도 의 배수이다.
[대우증명법] 가 7의 배수가 아니면 은 7의 배수가 아니다.     ∈     일 때 
  이면    ,             ∴ 7의 배수가 아니다.
  이면    ,             ∴ 7의 배수가 아니다.
  이면    ,              ∴ 7의 배수가 아니다.
  이면    ,              ∴ 7의 배수가 아니다.
  이면    ,              ∴ 7의 배수가 아니다.
   이면    ,               ∴ 7의 배수가 아니다.

∴ 대우명제 ‘가 7의 배수가 아니면 은 7의 배수가 아니다.’는 참(T).
∴ 본 명제 ‘은 의 배수이면 도 의 배수이다.’는 참(T)

22. 
[모순증명법]  :  는 무리수이다.

     :   가 무리수이다.  :   가 유리수이다.
    ∧ :  는 무리수이고   가 유리수이다.

     가 유리수라고 했으므로,   

 ( ∈ , ≠ )로 정의한다. 양변을 제곱하면

      

       

 


 

 이고 좌변에  만 남기고 이항하면

    


   이다. 유리수는 사칙연산에 대해 닫혀있고 ≠ 이므로 


  ∈이지만 

   ∈ 이므로 


   이 성립될 수 없다.

    ∴ 모순명제 ∧는 참(T)이다.
    ∴ “ 가 무리수일 때,   가 무리수이다.”는 참(T)이다.
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23. 
풀이 생략

24.
풀이 생략

25. 
풀이 생략

26. 
[대우증명법] 정수 에 대하여 이 짝수이면, 도 짝수이다. 
      →  : 정수 에 대하여 이 짝수이면, 도 짝수이다.

     : 정수 에 대하여 이 짝수이다.
     : 정수 에 대하여 이 짝수가 아니다(홀수이다).
     : 정수 는 짝수이다.
     : 정수 는 홀수이다.
    → : 정수 가 홀수이면, 은 짝수가 아니다(홀수이다).

    정수 가 홀수이므로,    (∈ℤ )로 정의할 수 있다.

             

    은   로 역시 홀수이다.
            ∴ 대우 명제 → ‘정수 가 홀수이면, 은 짝수가 아니다(홀수이다)’는 참(T)이다.

    ∴ 본 명제 →  ‘정수 에 대하여 이 짝수이면, 도 짝수이다’는 참(T)이다.
 

27. 
[대우증명법]  : 정수 이 3의 배수이다.  : 는 3의 배수이다.

     : 정수 이 3의 배수가 아니다.  : 는 3의 배수가 아니다.
    → : 정수 가 3의 배수가 아니면, 은 3의 배수가 아니다.

    정수 가 3의 배수가 아닌 경우는    이거나    이다.(∈)

    (1)    인 경우
              ∴ 3의 배수가 아니다.

    (2)    인 경우
              ∴ 3의 배수가 아니다.

   ∴ 대우 명제 → ‘정수 가 3의 배수가 아니면, 은 3의 배수가 아니다.’는 참(T)이다.
   ∴ 본 명제 →  : ‘정수 에 대해 이 3의 배수이면 는 3의 배수이다‘는 참(T)이다.
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28. 
풀이 생략

29. 
[대우증명법] →  : 정수 , 에 대하여 이 의 배수가 아니면, , 는 모두 짝수이거나 모두 

      홀수이다.
       : 정수 , 에 대하여 이 의 배수가 아니다.

     : 정수 , 에 대하여 이 의 배수이다.
     : 정수 , 는 모두 짝수이거나 모두 홀수이다.

≡ 는 짝수∧는 짝수∨ 는 홀수∧는 홀수

     : 는 짝수∧는 짝수∨ 는 홀수∧는 홀수

≡ 는 짝수∧는 짝수∧는 홀수∧는 홀수

≡ 는 짝수∨는 짝수∧ 는 홀수∨는 홀수

≡ 는 홀수∨는 홀수∧ 는 짝수∨ 는 짝수≡ 는 홀수∧는 짝수∨ 는 홀수∧는 짝수∨는 홀수∧는 짝수∨ 는 홀수∧ 는 짝수≡F∨ 는 홀수∧는 짝수∨는 홀수∧는 짝수∨F

∵ 짝수이면서 홀수인 정수는 없다.≡는 홀수∧는 짝수∨는 홀수∧는 짝수
≡  정수 ,  중 하나는 짝수이고 다른 하나는 홀수이다.

    → : 정수 ,  중 하나는 짝수이고 다른 하나는 홀수이면, 정수 , 에 대하여 
                      이 의 배수이다.

    정수 ,  중 하나는 짝수이고 다른 하나는 홀수이므로,   (∈ℤ ),    (∈ℤ )이  
            라고 가정하자.

             ×               

    의 결과는 의 배수임을 알 수 있다.
    ∴ 대우 명제 → ‘정수 ,  중 하나는 짝수이고 다른 하나는 홀수이면, 정수 , 에  

                대하여 이 의 배수이다’는 참(T)이다.
    ∴ 본 명제 →  ‘정수 , 에 대하여 이 의 배수가 아니면, , 는 모두 짝수이거나  

               모두 홀수이다’는 참(T)이다.

30. 
풀이 생략
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31. 
[대우증명법] →  : 두 자연수의 곱이 보다 크면, 두 수 중 적어도 하나는 보다 크다.

     : 두 자연수의 곱이 보다 크다.  ≡    ( ∈ℕ )
     : 두 자연수의 곱이 보다 작거나 같다.  ≡ ≤ 

     : 두 수 중 적어도 하나는 보다 크다.  ≡ ∨   ( ∈ℕ )
     :   ∨  ≡ ∧  

                                 ≡ ≤ ∧ ≤ 

                      ≡자연수 , 는 모두 보다 작거나 같다.
    → : 자연수 , 가 모두 보다 작거나 같으면, 두 자연수의 곱은 보다 작거나   

                       같다.

    자연수 , 가 모두 보다 작거나 같으므로, , 의 최댓값은 모두 이다. 
    그러므로 와 의 곱의 최댓값은 이다.
    ∴ 대우 명제 → ‘자연수 , 가 모두 보다 작거나 같으면, 두 자연수의 곱은 400  

               보다 작거나 같다’는 참(T)이다.
    ∴ 본 명제 →  ‘두 자연수의 곱이 보다 크면, 두 수 중 적어도 하나는 보다 크다’는  

               참(T)이다.

32. 
풀이 생략

33. 
풀이 생략

34. 
풀이 생략

35. 
[반례증명법]   을 소수로 만드는 모든 자연수 는 소수이다.
              인 경우,     으로 자연수 9는 소수가 아니다.
            ∴ 명제 ‘  을 소수로 만드는 모든 자연수 는 소수이다’는 거짓(F)이다.

36. 
[존재증명법]   을 소수로 만드는 어떤 자연수 는 소수이다.
              인 경우,     이므로 자연수 2는 소수이다.
            ∴ 명제 ‘  을 소수로 만드는 어떤 자연수 는 소수이다’는 참(T)이다.

37. 
풀이 생략
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38. 
풀이 생략

39. 
[반례증명법]   일 때           로 399는 1 외에도 3, 7, 19, 21, 57, 
            133과 같은 약수가 존재하므로 소수가 아니다.

    ∴ ‘이 양의 정수일 때,    는 소수이다’는 거짓(F)이다.

40. 
[존재증명법]   일 때           로 19는 소수이다.

    ‘   는 소수가 되는 양의 정수 이 적어도 하나는 있다’는 참(T)이다.

41. 
풀이 생략

42. 
풀이 생략

43. 
풀이 생략

44. 

   ≥  ∈   : 
  



    

(1) 기본 가정 :  : 
  



    ∙       ∴ 은 성립한다.

(2) 귀납 가정 :  : 
  



    가 성립한다고 가정한다.

(3) 귀납 증명 :   : 
  

 

     임을 증명한다.

       
  

 

   ∙   ∙    ∙     

             

               ∴  이 성립한다.

∴  ≥ 인 자연수에 대해 
  



    이 성립한다.
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45. 

   ≥  ∈   : 
  



 

 

(1) 기본 가정 :  : 
  



     

∙  
 

 ∴ 은 성립한다.

(2) 귀납 가정 : ∈ ,   일 때,  : 
  



 

   가 성립한다고 가정한다.

(3) 귀납 증명 :   : 
  

 

 

    


   임을 증명  

                한다.


  

  

           

  
  

     

   


  


  

∴  이 성립한다.

∴  ≥ 인 자연수에 대해 
  



 

  이다.

46. 
풀이 생략

47. 
풀이 생략

48. 
풀이 생략

49. 
   ≥  ∈  :   

(1) 기본 가정 :  :        ∴ 은 성립한다.
(2) 귀납 가정 : ∈ ,   일 때,  :   가 성립한다고 가정한다.
(3) 귀납 증명 :   :      : ∙   ×  

의 양변에 3을 곱하면 ∙   이 성립하는데 이를 이용해 다음을 증명한다.

  ×     ............ ①

①의 양변을 로 나누면    이고   이다.
이때 이 명제의 논의영역은   이므로 모든 원소는 2보다 크다.
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그러므로   ×  이 성립하고, 그에 따라 ∙   ×  이 성립한다.
∴  이 성립한다.

∴  ≥ 인 자연수에 대해   이 성립한다.

50. 
   ≥  ∈  :   

(1) 기본 가정 :  :        ∴ 은 성립한다.
(2) 귀납 가정 : ∈ ,   일 때,  :   가 성립한다고 가정한다.
(3) 귀납 증명 :   :       :    ×     

        의 양변에  을 곱하면 ×     이 성립하는데, 이를 이용해 
                다음을 증명한다.

         ............ ①

①의 양변을  로 나누면    이다.

   

    

       일 때 논의영역   에 해당하는 최솟값 7을 에 대입하면
    ∙          

이므로      이 성립한다. 그에 따라     이 성립한다.
∴  이 성립한다.

∴  ≥ 인 자연수에 대해   이 성립한다.

51. 
풀이 생략

52. 
풀이 생략

53. 
풀이 생략


